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§ 1. Неопределённый интеграл и его свойства 

 

Определение. Функция  xF  называется первообразной для 

функции  xfy   на числовом промежутке I , если в любой точке 

x I функция  xF  дифференцируема и имеет производную, рав-

ную  f x , то есть    xfxF  . Учитывая, что  
dF

F x
dx

  , иначе 

можно сказать так:  xF  – первообразная функции  xf  на про-

межутке I , если x I   

   dxxfxdF  .                                     (1) 

Например: 1) Если   2xxf  , то  
3

3x
xF   на I R , так как 

  2xxF   x R  . 

2) Если  
21

x
f x

x
 


, то   21F x x   на  1; 1I   , так 

как  
21

x
F x

x

  


  1; 1x   . 

Любая непрерывная на отрезке функция имеет на этом отрезке 

первообразную. 

Задача отыскания первообразной решается для данной функ-

ции неоднозначно. Например, для функции   2xxf   первообраз-

ными будут функции 
3

3x
, 2

3

3


x

, 2
3

3


x

 и т. д. 

Теорема: Если функция  xF  является первообразной от 

функции  xf  на отрезке  ;а b , то всякая другая первообразная 

функция  xf  может быть представлена в виде   СxF  , где С  – 

постоянная. 

Доказательство: Пусть  xФ  первообразная функции  xf , 

отличная от  xF . Тогда      F x Ф x f x   . Но если две функ-

ции имеют равные производные, то разность этих функций посто-
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янна, т. е.     CxFxФ  , где constC  , следовательно, 

    CxFxФ  . 

Определение. Если  xF  – одна из первообразных для функции 

 xf , то выражение   CxF  , где С  – произвольная постоянная, 

называется неопределённым интегралом от функции  xf . Иначе 

можно сказать, что неопределённый интеграл функции  xf  – это 

совокупность всех первообразных этой функции.  

Неопределённый интеграл обозначается   dxxf . По опреде-

лению:     CxFdxxf  . При этом  xf  называется подынте-

гральной функцией,  dxxf  – подынтегральным выражением, x  – 

переменной интегрирования, а символ  – знаком неопределённо-

го интеграла. 

Например,   C
x

dxx
3

3
2

, 
2

2
1

1

xdx
x C

x


  


 . 

Процесс нахождение неопределённого интеграла некоторой 

функции называется интегрированием этой функции. 

Так как    dxxfxdF   и 0dC , то  

      d f x dx d F x C f x dx    
  ,                         (2) 

то есть дифференциал от неопределённого интеграла равен подын-

тегральному выражению.  

Кроме того, так как    dxxfxdF  , то 

    CxFxdF  .                                     (3) 

Например,   Cxdx ;    Cxxd coscos . 

Формулы (2) и (3) означают, что дифференцирование и интег-

рирование являются взаимно обратными действиями.  

График функции  y F x C   при каждом конкретном значе-

нии С  называется интегральной кривой. Поэтому геометрически 

неопределённый интеграл     CxFdxxf   представляет собой 
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семейство всех интегральных 

кривых (рис. 1). В этом состо-

ит геометрический смысл не-

определённого интеграла. 

Для того чтобы из данно-

го семейства кривых выделить 

одну определённую кривую, 

удовлетворяющую условию 

задачи, нужно задать дополни-

тельное условие, например, 

потребовать, чтобы кривая 

проходила через данную точку  0 0;x y . Тогда C  находится из ус-

ловия   CxFy  00 , следовательно,  00 xFyC  . 

Пример. Через точку  1,2М  провести кривую, у которой угловой 

коэффициент касательной в каждой точке с абсциссой x равен 2x . 

Решение. Так как 
2xy  , то множество функций

  C
x

dxxy
3

3
2

 задает семейство кубических парабол. Для на-

хождения C  подставим координаты точки М в уравнение 

C
x

y 
3

3

: C
3

1
2    

3

5
C . Таким образом, уравнение иско-

мой кривой: 
3 5

3 3

x
y   . 

Для интегрирования обычно используется таблица интегралов. 

 

Таблица основных интегралов 

 

1.  1
1

1







nC
n

x
dxx

n
n

 
12. ctg ln sinxdx x C   

2.   Cx
x

dx
ln  

13. 

 

2 2
arcsin

arccos , 0

dx x
C

aa x

x
C a

a

  


   


 

 xFy 

   2CxFy 

 

  1CxFy 

 

x

 

y

 

0
 1.Рис
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3.   Cxxdx cossin  

14. 
2 2

2 2ln , 0

dx

x a

x x a C a




    


 

4.   Cxxdx sincos  

15. 

 

2 2

1
arctg

1
arcctg , 0

dx x
C

a aa x

x
C a

a a

  


   



 

5. 
2

tg
cos

dx
x C

x
   

16. 

2 2

1
ln

2

1
ln

2

dx x a
C

a x aa x

x a
C

a x a


  




  




 

6. 
2

ctg
sin

dx
x C

x
    

17. 

ln tg
sin 2

1
ln ctg

sin

dx x
C

x

x C
x

  

  


 

7. 
2

arctg
1

dx
x C

x
 


  

18. 

ln tg
cos 2 4

1
ln tg

cos

dx x
C

x

x C
x

 
    

 

  


 

8.  


Cx
x

dx
arcsin

1 2
 

19. sh chxdx x C   

9.   Cedxе xx
 20. ch shxdx x C   

10.    C
a

a
dxa

x
x

ln
 21. 

2
th

ch

dx
x C

x
    

11.  tg ln cosxdx x C    22. 
2

cth
sh

dx
x C

x
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Вывод этих формул сводится к проверке того, что дифферен-

циал правой части равен подынтегральному выражению в левой 

части.  

Докажем, например, справедливость формулы 2. 

Подынтегральная функция 
x

1
 определена и непрерывна для 

всех x , кроме 0x . 

Если 0x , то xx     xx lnln  . Тогда 

x

dx
xdxd  lnln    для 0x    CxCx

x

dx
lnln . 

Если 0x , то xx      xx  lnln . Тогда 

 
 

x

dx

x

dx
xdxd 






1
lnln    для 0x  

   CxCx
x

dx
lnln . 

Справедливость формулы 2 доказана. 

 

Свойства неопределённого интеграла: 

1. Неопределённый интеграл от суммы двух функций равен 

сумме неопределённых интегралов от каждого слагаемого в отдель-

ности, то есть            dxxgdxxfdxxgxf . 

2. Постоянный множитель можно вынести за знак неопреде-

лённого интеграла, то есть      dxxfkdxxfk , где k const . 

Доказательство свойства 2. 

Дифференцируя левую часть доказываемого равенства, получа-

ем:     d k f x dx kf x dx  . 

Дифференцируя правую часть доказываемого равенства, име-

ем:        dxxkfdxxfkddxxfkd   , следовательно, свойство 

2 выполняется. 

3. Если ( ) ( )f x dx F x C  , то 
1

( ) ( )f kx b dx F kx b C
k

    , 

где k  и b  – некоторые действительные числа, причем 0k  . 
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Используя отмеченные свойства и таблицу интегралов, можно 

вычислять простейшие неопределенные интегралы. 

Пример. Найти    dxxx 8sin33
. 

Решение.  3 33sin 8 3 sin 8x x dx x dx xdx dx          

4

3cos 8
4

x
x x C    . 

 

Практическое занятие 1. Непосредственное интегрирование 

(интегрирование с использованием табличных интегралов и свойств 

неопределенного интеграла). 

 

Примеры вычисления неопределенных интегралов. 

Используя свойства неопределённых интегралов и таблицу ин-

тегралов, вычислить интегралы. 

1. C
x

dxx  6

6
5

. 

2.  







C
x

C
x

dxxdxx
3

2

1
2

1

2

3
1

2

1

2

1

. 

3.  







C
x

C
x

dxxdxx
12

5

1
5

7

5

12
1

5

7

5

7

5 7
. 

Интегралы в примерах 1–3 вычислены с помощью первого таб-

личного интеграла. 

4. C
x

C
x

C
x

dxxdx
x




 




99

110
10

10 3

2

9

6

110
66

6
 

5.  







C
x

C
x

dxxdxx
13

40

1
8

5
555

8

13
1

8

5

8

5

8 5
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6.  







C
x

C
x

dxxdx
x

28

3

1
3

17

1

7

1

7

3

4
1

3

1

3

13

 

При вычислении интегралов в примерах 4–6 применено второе 

свойство неопределенного интеграла. 

7. 

2
3 2 3 5 33

5

1
4 2 1 4 2x x dx x dx x dx x dx dx

x

 
        

 
      

Cx
x

x

x
Cx

xxx


















24

1

5

12

13
2

15
1

3

2
4

4

4

3

5

1315
1

3

2

 

При вычислении интеграла в примере 7 применены первое и 

второе свойства неопределенного интеграла. 

8.  


  CeCedxe
e

dx xxx

x 1

1
 

9.    
1

sin 5 2 cos 5 2
5

x dx x C     , так как sin cosxdx x C    

При вычислении интегралов в примерах 8–9 использовано 

третье свойство неопределенного интеграла. 

Задания для самостоятельного решения: 

1. 5

2

6
(2sin 3 )

9
x x dx

x
 


   

2. 
2

2 5
(3tg )

16
x dx

x x
 


  

3. 
2

6
( 5ch 4 2 )

4

xx dx
x

   


  

4. 
3 7

2 2

1 7
( 10 )
sin 9

x dx
x x
 


  

5.  
2 2

1 3
( 2cos 4 5 )
ch 1

x dx
x x
  


  

6. 2 1

2

3 7
( )
sin 1

xe dx
x x
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7. 
4 5

2

1 7
( 5 )
3 2 16

x dx
x x

 
 

  

8. 
2 2

1 1
( 5 )
cos (4 5) 9

dx
x x

 
 

  

9. 
2

9 7
(ctg( 2 3) )

3
x dx

x x
   


  

10. 3 2

2

1 9
( 3 )
4 3 1

x dx
x x

 
 

  

 

 

§ 2. Основные методы интегрирования 

 

1. Интегрирование методом разложения. 

Этот метод основан на разложении подынтегральной функции 

на сумму функций, для каждой из которых первообразную можно 

найти с помощью других методов. 

Пример. Разложение подынтегральной функции на сумму 

функций может быть осуществлено путем раскрытия скобок при 

умножении некоторых выражений:  

    













 dxxxxxxdxxxx 1688633283 2

1

22

3

 

3 1
1 1

2 1 22 23 3 14 8
16

3 12 1 2
1 1

2 2

x x x x
x C

 
  

      


 

 

5 3

2 2
3 26 16

7 16
5 3

x x
x x x C      . 

Пример. Разложение подынтегральной функции на сумму 

функций может быть осуществлено путем почленного деления чис-

лителя на знаменатель: 
3 24 2 1

2
2 2

x x x
dx dx

x x

  
     

 
   

3 3
21 1

2 2 ln 2 ln
2 2 3 6

dx x x
x dx dx x x C x x C

x
             . 
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Практическое занятие № 2. Интегрирование методом раз-

ложения. 

 

Примеры вычисления неопределенных интегралов методом 

разложения: 

1. 
sin

ln tg
sin 2sin

x
x

x x

x e dx dx x
dx e C

xx e e


     


    

2. 
2 2

2 2 2 2

cos sin

cos sin cos sin

dx x x
dx

x x x x


 

 
   

2 2 2 2

1 1
ctg tg

sin cos sin cos

dx dx
dx x x C

x x x x

 
        

 
    

3. 
 1 54 47 7

2 4
3 3

3
x x x x

dx dx x x dx
x x x

 
      
 

    

1 5 9
1 1 3

2 4 4
2

3 4
2

1 5 9
1 1

2 4

x x x
C x C

 

 
     

 

 

4. 








































    22

5

3

2

5 3

2

4
sin

4

14
sin

x

dx
dx

xx

x
xdxdx

xx

x
x  

2

5
1

cos 4 arctg
2 2

dx x
x x dx C

x



         

2
1

5 1
cos 4ln arctg

2 2 2
1

5

x x
x x C

 

      

 

 

3

55 1
cos 4ln arctg

3 2 2

x x
x x C       
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Задания для самостоятельного решения: 

1.  















dx

x

xx x8
5

47 4

   6. dx
x

xxx




5 11

53 8 3
 

2. 


dx
xx

xx
210

102

sin

8sin
    7.  







 



dx

x

xx

x 22 sin

1sincos

25

1
 

3. 



dx

x

x

x

x

2

2

45

455
   8.  












 



dx

x

xx

x

x

cos

sincos4

9

1

2
 

4. 
  


dx

xx

xx
2

2

9cos

9cos
   9.      dxxxxx 548 323  

5. 
  


dx

xx

xx
22

22

cos16

16cos
   10. 

5 7sin 2 sin

sin

x x x
dx

x


  

 

Индивидуальное задание № 1. Найдите интегралы, используя 

разложение подынтегрального выражения на сумму нескольких вы-

ражений. 

1. 

  23

2 3

2x x x x
dx

x x

 




     16. 
 

2 2

2 2

7cos 1

1 cos

x x
dx

x x

 




 

2. 
 


dx

xx

xx
2

2

cos

cos5

       17. 

2sin cos 1

sin

x x x
dx

x

 


 

3. 

2 2

2 2

5sin 4cos

cos sin

x x
dx

x x






      18. 

4 20 3 50 1

10

x x

x
dx

   


 

4. 

3

3

7 3

3

x

x

x
dx

x

 




        19. 





dx

x

x
x

x

7

76
4

4

 

5. 
2 2

cos2

cos sin

x
dx

x x


       20. 

27 4 cos sin 1

cos

x x x
dx

x

  


 

6. 

2

2

1 5 2

2 1

x

x

x
dx

x

  

 


       21. 

2 18 3 12 1

6

x x

x
dx
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7. 

2

2

3sin

sin

x x
dx

x x




        22. 

23 cos sin 1

cos

x x x
dx

x

 


 

8. 

  23

2 3

2 3x x x x
dx

x x

 




     23. 

2 6 7 15 1

3

x x

x
dx

   


 

9. 





dx

x

x
x

x

2

523

        24. 

2 3 sin sin 2

sin

x x x
dx

x

 


 

10. 

2 2

2 2

3cos 7sin

cos sin

x x
dx

x x






     25. 

5 cos 2sin 2

cos

x x x
dx

x




 

11. 
 

2 2

2 2

1 3sin

1 sin

x x
dx

x x

 




      26. 

  2 23

3 3

4 2x x x x
dx

x x

 




 

12. 

2

2

5cos

cos

x

x

e x
dx

e x




       27. 

2 2

2

8sin cos

sin 2

x x
dx

x




 

13. 

2

2

2 3 1

1 3

x

x

x
dx

x

  

 


      28. 

2

2

7 5 1

1 5

x

x

x
dx

x

  

 


 

14. 

2 2

2

3sin 2cos

sin 2

x x
dx

x




     29. 
 

2 2

2 2

1 cos

1 cos

x x
dx

x x

 




 

15. 

2

2

2sin

sin

x

x

e x
dx

e x




       30. 

23 5 sin cos 1

sin

x x x
dx

x

  


 

 

2. Интегрирование методом замены переменной. 

При нахождении интеграла этим методом после введения но-

вой переменной интеграл сводится к табличному или легко вычис-

ляется другим способом. Этот метод иначе называют методом ин-

тегрирования подстановкой. 

Пусть  zx  , где  z  – непрерывная монотонная функция, 

имеющая непрерывную производную  z . Докажем, что имеет 

место равенство: 

         dzzzfdxxf  .                               (4) 



15 

Это равенство называют формулой замены переменной. 

Доказательство: 

   d f x dx f x dx ; 

             dxxfdzzzfdzzzfd  , поскольку  zx  , а 

 dzzdx  . 

Так как дифференциалы от правой и левой части равенства (4) 

равны, то это равенство верно. 

Допустим, что интеграл, стоящий в правой части соотношения 

(4), найден, то есть  

      f z z dz Ф z C    . 

Отсюда легко найти искомый интеграл в виде функции от x . 

Для этого решают уравнение  zx   относительно z , то есть на-

ходят обратную функцию  xz 1  и подставляют её в  zФ : 

         CxФCzФdxxf 1 . 

Пример. Найти 
 22 xa

dx
. 

Решение. zax     dzadx   Тогда по формуле (4) полу-

чаем:  

   








C
a

x
Cz

z

dz

zaa

dza

xa

dx
arcsinarcsin

1 222222
. 

Применяя ту же замену переменной x a z  , легко получим фор-

мулу: 

2 2

1
arctg

dx x
C

a aa x
 


 . 

Пример. Найти  axdxsin . 

Решение. Полагаем zax  , то есть 
a

z
x     

a

dz
dx      

  Cax
a

zdz
aa

dz
zaxdx cos

1
sin

1
sinsin . Этот интеграл 

можно также легко вычислить, используя третье свойство неопре-

деленных интегралов. 
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Рассмотрим ещё один способ применения формулы замены пе-

ременной. Если под интегралом стоит сложная функция, умножен-

ная на производную от внутренней функции, то есть 

      dxxxf  , то этот интеграл можно упростить, если заменить 

внутреннюю функцию новой переменной  xz  . Тогда получим: 

            f x x dx f x d x f z dz        . Процесс перехода 

от интеграла     f x x dx   к интегралу      f x d x   на-

зывают внесением под знак дифференциала. 

Пример. Найти tgxdx . 

Решение. 
 cossin

tg
cos cos

x dxx
xdx dx

x x



       

 cos
ln ln cos

cos

d x dz
z C x C

x z
           . 

Аналогично можно найти: ctg ln sinxdx x C  . 

Пример. Найти   xdxx
3 21 .  

Решение. Замечая, что   xdxxd 21 2  , получим  

   
1

3 32 2 2 23
1 1

1 1 2 1 1
2 2

x xdx x xdx x d x          

   
4

4
22 33 3 111

42 8

3

xx
C C

 
     . 

Используя внесение функции под знак дифференциала, можно 

доказать третье свойство неопределенных интегралов. Пусть 

( ) ( )f x dx F x C  , тогда 
1

( ) ( )f kx b dx f kx b kdx
k

      

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )f kx b d kx b z kx b f z dz F z C
k k k

            

1
( )F kx b C

k
   .  
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Практическое занятие № 3. Интегрирование внесением 

функции под знак дифференциала. 

 

Найти дифференциал функции, используя формулу 

   df x f x dx . 

1.     dxdxxxd 555 


  

2.     dx
x

dxtgxtgxd
2cos

1



  

3.    
3ln

loglog 33
x

dx
dxxxd 


  

4.     dx
x

dxxxd
21

1
arcsinarcsin





  

Вычислить интегралы: 

1.    
 

C
x

xdx 


 2

43
4343

2

 

2.

     
 

55
4 4 8 7

8 7 8 7 8 7
5 5

xz
x d x z x z dz C C


            

3.    
4 4

3 3 sin
sin sin sin

4 4

z x
x d x z x z dz C C         

4.     C
x

xdx  9

arcsin
arcsinarcsin

9
8

 

Примеры вычисления интегралов методом внесения под знак 

дифференциала: 

1.        
1

5 2 5 2 5 2 . . 5 2 5
5

x dx x d x т к d x dx             

 
2

5 2

10

x
C


   

2.      
 

4
3 3 8 11

8 1 8 1 8 1
8 32

x
x dx x d x C


         

 



18 

3.    5 5cos sin cos cosx x dx xd x      

 
6cos

. . cos sin
6

x
т к d x xdx C          

4.  7 5 7 5 7 51 1
7 5

7 7

x x xe dx e d x e C          

5. 
 

 
2

2

2 2

3 41
. . 3 4 6

63 4 3 4

d xx dx
т к d x xdx

x x

      
  

   

21
ln 3 4

6
x C     

6.    
4 5

4

2 2

tg 1 tg
tg tg . . tg

5cos cos

x x
dx xd x т к d x dx dx

x x

 
    

 
   

7. 
 

 
 

2 2 2

31 1 3
. . 3 3 arctg

3 6 29 4 3 2

d xdx x
т к d x dx C

x x
       

 
   

8. 
 

2 2

sin1 cos

сos cos 1 sin

d xx
dx dx

x x x
  


    

 
1 1 sin

[ . . sin cos ] ln
2 1 sin

x
т к d x x C

x


   


 

9. 
2 2 2

9 9

9 9 9

x x
dx dx dx

x x x


  

  
    

 2

2 2 2

91
9

23 9

d xdx

x x


  

 
   

2 21
9 arcsin 2 9 9arcsin 9

3 2 3

x x
x C x C           

Задания для самостоятельного решения: 

1.    dxx 78         7. 
2

ctg5

sin 5

x
dx

x
  

2.  xdx3cos        8. 
сos 5

5

x
dx

x
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3.  x

dx

sin
         9. 




dx

x

x

25

5

2
 

4. 
   9ln 2 xx

dx
       10.  


44 x

dxx
 

5.   dxxx
10

2 53        11. 



dx

x

xx

3 2 3sin

cossin2
 

6. 


dx
x

x

2251

5arcsin
 

 

Индивидуальное задание № 2. Найдите интеграл, применяя 

метод внесение под знак дифференциала. 

1. 
2 1

x
dx

x 


        16. 

3

2

arctg

1

x dx

x






 

2. 

3

4 1

x
dx

x 


       17. 
21

x

x

e dx

e






 

3. ln

dx

x x
         18. 

21

x

x

e dx

e






 

4. 

2ln x
dx

x
        19. 

2

1 2

x

x

dx




 

5. 
2

sin

cos

xdx

x


         20. 

43 xx e dx  

6. 

5
cos xdx         21. 

2

3 2

3 2

3

x x
dx

x x



 


 

7. 
2

sin

1 cos

x dx

x






       22. 

5cos sinx xdx  

8. 
2

arcsin

1

x dx

x






       23. 

2

2

arctg arctg

1

x x
dx

x
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9. 
 

2 2arcsin 1

dx

x x


     24. 
2

tg ctg

cos

x x
dx

x




 

10. 
2arccos 1

dx

x x


     25.  xdxe x sincos

 

11. 
2

tg

cos

x
dx

x


       26. 
   3 41 sin 4 2x x x dx     

12. 
2

ctg

sin

x
dx

x


       27.
 dx

x

x

2

sin

 

13. 
2tg cos

dx

x x


      28. 
 dx

x

x7ln

 

14. 
 21 arctg

dx

x x


      29.  xdxe x 5cos5sin

 

15. 
2

arcctg

1

x dx

x






      30. 
  dx

xx

2
cos

2
sin 4

 

 

Практическое занятие № 4. Интегрирование с помощью 

выделения полного квадрата. 

 

Примеры вычисления интегралов с помощью выделения полно-

го квадрата.  

В следующих примерах интегралы приводятся к табличным 

интегралам путем выделения полного квадрата и введения новой 

переменной.  

1. 
2 2 24 5 ( 4 4) 1 ( 2) 1

dx dx dx

x x x x x
  

      
    

 
2

2; 2; arctg arctg( 2)
1

dz
z x x z dx dz z C x C

z
           


  

2. 
2

2 25 25 25 45 55 5 ( 2 ) 5 ( )
2 4 4 4 2

dx dx dx

x x x x x
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2

45

5 5 1 2; ; ln
452 2 45 45

4 2

z
dz

z x x z dx dz C

z z


 

          
   

  

5 45 5 3 5

1 12 2 2ln ln
45 5 45 45 5 3 5

2 2 2

x x

C C

x x


  

   


  

 

3. 
2 2 26 5 ( 6 9) 4 ( 3) 4

dx dx dx

x x x x x
  

      
    

  2

2
3; 3; ln 4

4

dz
z x x z dx dz z z C

z
           


  

2 2ln 3 ( 3) 4 ln 3 6 5x x C x x x C             

4. 

2
2 29 81 81 109 97 9 ( 2 ) 7 ( )

2 4 4 4 2

dx dx dx

x x x x x

  
         

    

2

9 9 2
; ; arcsin

2 2 109 109

4

dz z
z x x z dx dz C

z

 
          
 


  

9
2( )

2 92arcsin arcsin
109 109

x
x

C C




     

В следующих примерах кроме выделения полного квадрата и 

введения новой переменной используется разложение подынте-

грального выражения на сумму двух функций.  

5. 
2 2 28 7 ( 2 4 16) 16 7 9 ( 4)

xdx xdx xdx

x x x x x
  

          
    

 
2 2 2

( 4) 4
4; 4;

9 9 9

z dz zdz dz
z x x z dx dz

z z z
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2

2

2 2 2

1 2 1 (9 )
4 9 2

2 29 9 9

zdz dz d z
d z zdx

z z z

           
   

    

21 3 1 2 3
4 ln ln 9 ln

2 3 3 2 3 3

z z
z C

z z

 
      

  
 

21 2 1
ln 8 7 ln

2 3 7

x
x x C

x


     


 

6. 
2 2

(4 1) (4 1)

8 2 6 2( 3 4)

x dx x dx

x x x x

 
 

    
   

2 2

1 (4 1) 1 (4 1)

2 3 9 9 2 25 3
( 2 ) 4 ( )

2 4 4 4 2

x dx x dx

x x x

 
  

       
   

2

3
(4( ) 1)

3 3 1 2; ;
2 2 2 25

4

z dz

z x x z dx dz

z

 
 

        
 


  

2 2 2

1 (4 5) 1 4 5
( )

2 25 2 25 25

4 4 4

z dz zdz dz

z z z


   

  
    

225
2

4
d z zdz
  

      
  

 

2

2

2 2

25
( )

1 254( 2 5 )
42 25 25

4 4

d z
dz

t z

z z


 

       
 

 
   

1

2
1 2 1 2

( 2 5arcsin ) ( 4 5arcsin )
5 52 2

z z
t dt t C


         

21 25 2
( 4 5arcsin )

4 52

z
z C       

21 2 3
( 4 3 4 5arcsin )

52

x
x x C
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Задания для самостоятельного решения: 

1. 
2 8 25

dx

x x 
        5. 

2

(1 )

4 4 5

x dx

x x



 
  

2. 
23 18 27

dx

x x  
       6. 

2

(5 3)

12 43

x dx

x x



 
  

3. 
2 7 12,5

dx

x x 
       7. 

2

(6 1)

1 6

x dx

x x



 
  

4. 
210 2 4

dx

x x 
         8. 

2

(2 3 )

10 8

x dx

x x



 
  

 

Индивидуальное задание № 3. Вычислите интегралы, приме-

няя выделение полного квадрата. 

 

1 

1.1   1562 xx

dx
          1.16   382 xx

dx
 

1.2   28 2xx

dx
           1.17   xx

dx

532 2
  

1.3   249 xx

dx
          1.18   xx

dx

825 2
 

1.4   1482 2 xx

dx
         1.19   526 2 xx

dx
 

1.5   628 2xx

dx
         1.20   853 2xx

dx
 

1.6   832 xx

dx
          1.21   754 2 xx

dx
 

1.7   25 2xx

dx
         1.22   527 3 xx

dx
 

1.8   274 xx

dx
         1.23   542 2 xx

dx
 

1.9   xx

dx

932 2
         1.24   13 2 xx

dx
 



24 

1.10   5162 xx

dx
         1.25   432 xx

dx
 

1.11   196 2xx

dx
         1.26   52 2xx

dx
 

1.12   345 2 xx

dx
         1.27   2253 xx

dx
 

1.13   545 2 xx

dx
        1.28   27 xx

dx
 

1.14   xx

dx

52 2
         1.29   452 2 xx

dx
 

1.15   xx

dx

473 2
         1.30   232 xx

dx
 

 

2 

2.1 
2 5

dx

x x 
           2.16 

22 2 8

dx

x x 
  

2.2 
2 3 5

dx

x x  
          2.17 

23 6 9

dx

x x  
  

2.3 
2 9 4

dx

x x 
          2.18 

2 7 2

dx

x x 
  

2.4 
24 12 8

dx

x x  
         2.19 

25 10

dx

x x 
  

2.5 
27 9

dx

x x 
          2.20 

22 6 10

dx

x x  
  

2.6 
24 12 12

dx

x x 
         2.21 

2 10 9

dx

x x 
  

2.7 
28 5

dx

x x 
           2.22 

210 4

dx

x x 
  

2.8 
22 12 1

dx

x x  
         2.23 

29 3

dx

x x 
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2.9 
2 11 3

dx

x x 
          2.24 

29 4

dx

x x 
  

2.10 
212 7

dx

x x 
          2.25 

22 8 2

dx

x x  
  

2.11 
22 6 12

dx

x x  
          2.26 

2 13

dx

x x 
  

2.12 
2 14 2

dx

x x 
          2.27 

214 5

dx

x x 
  

2.13 
214 7

dx

x x 
          2.28 

25 8

dx

x x 
  

2.14 
22 10 2

dx

x x  
         2.29 

23 6 12

dx

x x  
  

2.15 
210 4 2

dx

x x 
         2.30 

215 9

dx

x x 
  

 

3 

3.1 
 

 


dx

xx

x

452

43
2

        3.16 
 

 


dx

xx

x

256

76
2

 

3.2 
 

 


dx

xx

x

534

7
2

        3.17 
 

 


dx

xx

x

253

47
2

 

3.3 
 

 


dx

xx

x

325

12
2

        3.18 
 

 


dx

xx

x

382

45
2

 

3.4 
 

 


dx

xx

x

52

4
2

         3.19 
 

 


dx

xx

x

54

53
2

 

3.5 
 

 


dx

xx

x

25

34
2

         3.20 
 

 


dx

xx

x

523

116
2

 

3.6 
 

 


dx

xx

x

123

32
2

        3.21 
 

 


dx

xx

x

15

57
2

 

3.7 
 

 


dx

xx

x

3152

13
2

        3.22 
 

 


dx

xxx

x

823

43
2
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3.8  


dx

xx

x

534

52
2

        3.23 
 

 


dx

xx

x

25

74
2

 

3.9 
 

 


dx

xx

x

423

3
2

        3.24 
 

 


dx

xx

x

1275

12
2

 

3.10 
 

 


dx

xx

x

53

52
2

        3.25 
 

 


dx

xx

x

743

3
2

 

3.11 
 

 


dx

xx

x

534

12
2

         3.26 
 

 


dx

xx

x

124

112
2

 

3.12 
 

 


dx

xx

x

64

23
2

        3.27 
 

 


dx

xx

x

53

83
2

 

3.13 
 

 


dx

xx

x

53

17
2

        3.28 
 

 


dx

xx

x

528

14
2

 

3.14 
 

 


dx

xx

x

17

25
2

        3.29 
 

 


dx

xx

x

754

23
2

 

3.15 
 

 


dx

xx

x

63

32
2

        3.30 
 

 


dx

xx

x

16

12
2

 

 

4 

4.1 
2

3

4 4 7

x
dx

x x



 
         4.16 

2

2

2 2 4

x
dx

x x



 
  

4.2 
2

2 1

12 4 5

x
dx

x x



 
         4.17 

2

3 1

6 3 5

x
dx

x x



 
  

4.3 
2

4 2

4 6

x
dx

x x



 
          4.18 

2

2 4

10 5 6

x
dx

x x



 
  

4.4 
2

5 1

3 4

x
dx

x x



 
          4.19 

2

1

4 7

x
dx

x x



 
  

4.5 
2

3

2 4 5

x
dx

x x



 
         4.20 

2

1

3 3 10

x
dx

x x



 
  

4.6 
2

2 3

5 5 8

x
dx

x x



 
         4.21 

2

5

5 5 10

x
dx

x x
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4.7 
2

6

9 3 4

x
dx

x x



 
         4.22 

2

10

10 5 11

x
dx

x x



 
  

4.8 
2

9

7 14 21

x
dx

x x



 
        4.23 

2

2 1

5 5

x
dx

x x



 
  

4.9 
2

7 1

18 9 27

x
dx

x x



 
        4.24 

2

1 4

8 2 12

x
dx

x x



 
  

4.10 
2

8 4

16 4 4

x
dx

x x



 
        4.25 

2

5 10

5 15

x
dx

x x



 
  

4.11 
2

6 2

10 2 8

x
dx

x x



 
        4.26 

24 16

x
dx

x x 
  

4.12 
2

2 3

3 9 27

x
dx

x x



 
        4.27 

24 2 10

x
dx

x x



 
  

4.13 
2

12 3

4 6 6

x
dx

x x



 
         4.28 

2

9

9 2

x
dx

x x



 
  

4.14 
2

3

6 9 27

x
dx

x x 
        4.29 

2

2

4 4 2

x
dx

x x 
  

4.15 
2

2 4

4 8 8

x
dx

x x



 
         4.30 

2

2 6

2 8

x
dx

x x



 
  

 

3. Интегрирование по частям. 

Пусть  xuu   и  xvv   – две функции от x , имеющие не-

прерывные производные. Известно, что   vduudvuvd  . Интег-

рируя обе части этого равенства, имеем     vduudvuvd    

    vduuvdudv . Так как    Cuvuvd , то  

  vduvuudv .                                 (5) 

Эту формулу называют формулой интегрирования по частям. Она 

позволяет свести вычисление интеграла udv  к вычислению инте-

грала vdu , который часто является более простым. 

Пример. Найти    dxxx sin . 
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Решение. Здесь имеется, по крайней мере, две возможности: 

1. xu sin , dvdxx    
2

2x
xdxv  (за v  берём одну 

из первообразных от функции x ); xu sin    xdxdu cos . По 

формуле интегрирования по частям получаем:  

  xdx
x

x
x

xdxx cos
2

sin
2

sin
22

. 

 

В итоге мы пришли к ещё более сложному интегралу, значит, такое 

разбиение подынтегрального выражения на произведение двух 

множителей следует признать неудачным. 

2. xu  , xdxdv sin    dxdu  ,   xxdxv cossin . 

По формуле интегрирования по частям получаем 

 sin cos cos cos sinx xdx x x x dx x x x C            . 

Замечание. Иногда для получения окончательного результата 

нужно интегрировать по частям несколько раз. 

Рассмотрим основные виды интегралов, которые вычисляются 

с помощью формулы интегрирования по частям. 

1. Интегралы вида:   dxexP kx
;   dxkxxP sin ; 

  dxkxxP cos , где  xP  – многочлен относительно x , а k  – неко-

торое число. При нахождении этих интегралов считают, что 

  uxP  . 

Пример. 5

5 5 51

5

x

x x x

u x du dx

x e dx
dv e dx v e dx e

   
   
    
 




 

5
5 5 51

5 5 5 25

x
x x xx x e

e e dx e C       . 

 

2. Интегралы вида:   xdxxP ln ;   xdxxP arcsin ; 

  xdxxP arccos ;  arctgP x xdx ;  arcctgP x xdx , где  xP  – 
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многочлен относительно x . Во всех перечисленных случаях за u  

принимают функцию, являющуюся множителем при  xP . 

Пример. 

 
2

2

arcctg arcctg
1

arcctg

2

dx
u x du x dx

x
x xdx

x
dv xdx v xdx

 
     


   
 

    
 




 

2 2 2 2

2 2

1 arcctg 1
arcctg

2 2 2 21 1

x x x x x
x dx dx

x x

 
       

  
   

2 2 2

2 2

arcctg 1 1 1 arcctg 1 1 1

2 2 2 2 21 1

x x x x x
dx dx dx

x x

   
      

 
    

2 arcctg 1 1
arctg

2 2 2

x x
x x C


     . 

3. Интегралы вида:  bxdxeax cos ;  bxdxeax sin , где a  и b  – 

действительные числа, а также интегралы    cos ln ; sin lnx dx x dx  . 

Путем двукратного интегрирования по частям для этих интегралов 

получают линейные уравнения, в которых неизвестным выступает 

искомый интеграл. 

Пример. 

2 2

2
2

cos3 1
cos3 sin3

3

x x

x
u e du e dx

e xdx
dv xdx v x

   
  
   
  

  

2 2 2 21 1 1 2
sin3 sin3 2 sin3 sin3

3 3 3 3

x x x xe x x e dx e x e xdx        

2 22

1
sin3 cos3

3

x xu e du e dx

dv xdx v x

   
  
    
  

 

2 2 21 2 1 2
sin3 cos3 cos3

3 3 3 3

x x xe x e x e xdx
 

     
 

  

2 2 21 2 4
sin3 cos3 cos3

3 9 9

x x xe x e x e xdx     
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Пусть   txdxe x 3cos2
, тогда  

 

2 21 2 4
sin3 cos3

3 9 9

x xt e x e x t   , 

2 213 1 2
sin3 cos3

9 3 9

x xt e x e x  , 

23 2
sin3 cos3

13 3

xt e x x C
 

   
 

. 

Замечание. Для двух первых интегралов третьего типа возмо-

жен и другой вариант выбора u  и dv . В последнем примере можно 

принять xu 3cos , dxedv x2 . 

 

Практическое занятие № 5. Вычисление интегралов с по-

мощью формулы интегрирования по частям. 

 

Примеры вычисления интеграла с помощью формулы интегри-

рования по частям: 

 

1.



















  xxdxvxdxdv

dxduxu
xdxx

3cos
3

1
3sin3sin

3sin  

Cxxxxdxxx   3sin
9

1
3cos

3

1
3cos

3

1
3cos

3

1
 

2.  
2

2 3

3 3 3

8 2

8 1

3

x

x x x

u x du xdx

x e dx
dv e dx v e dx e

     
    
    
  




 

   
 3 2

3 2 3 3
81 1 2

8 2
3 3 3 3

x

x x x
e x

e x e x dx e xdx I
 

            

Вычислим отдельно интеграл 3xe xdx . Для этого опять вос-

пользуемся методом интегрирования по частям.  
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3

3 3 31

3

x

x x x

u x du dx

x e dx
dv e dx v e dx e

   
   
    
 




 

3 3
3 31 1

3 3 3 9

x x
x xx e x e

e dx e
 

     . Подставим полученное значение 

в исходный интеграл 
 3 2

3
3

8 2 2

3 9 27

x
x

x
e x x e

I e C
  

     . 

3. 




















xvdxdv

dx
x

duxu
xdx 21

1
arcsin

arcsin  

 2

2 2

11
arcsin arcsin

21 1

d xx
x x dx x x

x x


      

 
   

2arcsin 1x x x C      

4.

 
 

3

3 4 2

ln
4 6 7 ln

4 6 7 3 7

dx
u x du

xx x xdx

dv x x dx v x x x

 
   

     
       
 

  

   4 2 4 2ln 3 7 3 7
dx

x x x x x x x
x

         

   4 2 33 7 ln 3 7x x x x x x dx         

 
4

4 2 23
3 7 ln 7

4 2

x
x x x x x x C         

 

5.  2 23 lnx x xdx    

 

   

2

3 2
2 2

2ln
ln

3
3 3

3 2

x
u x du dx

x

x x
dv x x dx v x x dx
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 3 2
3 2

2
2 9 ln3 1

ln
3 2 3

x x xx x
x dx

x

 
     
 

  

 
3 2

2 22 9 1
ln 2 9 ln

6 3

x x
x x x xdx I


      

Интеграл  22 9 lnx x xdx  также вычислим по частям. 

 
 

2

3 2
2

ln

2 9 ln
2 9

2 9
3 2

dx
u x du

x
x x xdx

x x
dv x x dx v

 
   

   
 

     
 

  

3 2 3 22 9 2 9
ln

3 2 3 2

x x x x dx
x

x

   
           
   



3 2 22 9 2 9
ln

3 2 3 2

x x x x
x dx

   
           
   

  

3 2 3 22 9 2 9
ln

3 2 9 4

x x x x
x

 
      
 

. 

Таким образом, исходный интеграл примет вид: 

3 2 3 2 3 2
22 9 1 2 9 2 9

ln ln
6 3 3 2 9 4

x x x x x x
I x x C

  
           

  

. 

3 2 3 2 3 2
22 9 2 3 2 3

ln ln
6 9 2 27 4

x x x x x x
x x C

 
        

 
. 

6.  
 

1
sin ln cos(ln )

sin ln
u x du x dx

x dx x

dv dx v x

 
    

 
   

  

   
1

sin ln cos(ln ) sin ln cos(ln )x x x x dx x x x dx
x

       

 
1

cos ln sin(ln )u x du x dx
x

dv dx v x
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1

sin(ln ) cos ln sin(ln )x x x x x x dx
x

  
      

  
  

 sin(ln ) cos ln sin(ln )x x x x x dx    . 

Пусть  sin ln x dx t .  

Тогда имеем уравнение  sin(ln ) cos lnt x x x x t   , откуда по-

следовательно получаем: 

 2 sin(ln ) cos lnt x x x x  , 

  
1

sin(ln ) cos ln
2

t x x x C   . 

Задания для самостоятельного решения: 

1.    dxxx 35cos        6.   xdxx cos  

2.  3 5

ln

x

xdx
           7.    xdxx 5sin73  

3.  
 dxx x 785         8.  xdx2arcsin  

4. 
 

 dx
x

x
2cos

cosln
         9.  соs ln x dx  

5. 


dx
x

x

1

arccos
        10.    dxexx x532

 

 

Индивидуальное задание № 4. Вычислите интегралы, приме-

няя формулу интегрирования по частям. 

1.  5 7 arcctg3x xdx        16.    dxxx 45cos  

2.   dxxx ln3
         17. 


dx

x

x
2sin

25
 

3.    dxxxx sin942
      18. 


dx

x

x
2cos

13
 

4.  











dx

x

x

43

43
ln         19.    dxx 87ln  

5.  dxxx 5cos2
         20.  

 dxex x372  
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6. 



dx

x

xx

291

3arccos
        21.    dxx 134ln  

7.    dxex x72 4         22.   dxxx 6cos  

8.    dxxx x52
        23.    dxxx arccos52

 

9.    dxxx 5sin163        24. 
3

arctg
4

x
dx  

10.    dx
x

x
5

sin7         25.    dxx x33  

11.  dxxx 23 ln           26. 



dx

x

xx

2251

5arcsin
 

12.  dxx5arcsin          27.   dxxx ln2
 

13. 
 dxx x 14          28.    dxxxx cos1532

 

14.  dxx9arccos         29.  











dx

x

x

14

14
ln  

15.  3 arctgx xdx         30.  
 dxex x24  

 

 

§ 3. Интегрирование простейших рациональных дробей 

 

Определение. Целой рациональной функцией (или многочле-

ном) называется функция вида nn

nn axaxaxay  



1

1

10 ... , 

где n  – натуральное число, называемое степенью многочлена;  

0a , 1a ,…, 1na , na  – действительные числа, называемые коэффици-

ентами многочлена. 

Например, 15  xy , 382  xxy , 13 3  xxy . 

Определение. Дробной рациональной функцией или просто ра-

циональной дробью называется функция, равная частному от деле-
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ния двух многочленов:  
 
 xQ

xP
xf

n

m , где  xPm  – многочлен сте-

пени m , а  xQn  – многочлен степени n . 

Например,  
12

565
3

34






xx

xxx
xf . 

Определение. Рациональная дробь называется правильной, если 

степень числителя меньше степени знаменателя. 

Всякую неправильную рациональную дробь можно предста-

вить в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби. 

Для этого нужно поделить числитель на знаменатель. 

Например, пусть  
12

565
3

34






xx

xxx
xf . Разделив 

565 34  xxx  на 123  xx , получим 

 
12

10152
5

3 




xx

xx
xxf . 

Из последнего утверждения следует, что интегрирование не-

правильной рациональной дроби 
 
 xQ

xP
 сводится к интегрированию 

многочлена  xL  и правильной рациональной дроби 
 
 xQ

xR
, где 

 
 

 
 
 xQ

xR
xL

xQ

xP
 , то есть 

 
 

 
 
    dx
xQ

xR
dxxLdx

xQ

xP
. 

Интегрировать многочлен мы умеем, следовательно, осталось 

научиться интегрировать правильные рациональные дроби.  

Позже мы покажем, как всякую правильную рациональную 

дробь можно представить в виде суммы конечного числа так назы-

ваемых простейших дробей следующих четырёх видов: 

I. 
ax

A


;   

II. 
 nax

A


   ,...3,2n ; 
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III. 
qpxx

NMx




2

;  

IV. 
 nqpxx

NMx




2

    ,...3,2n ,  

где A , a , p , q , M  и N  – действительные числа, а трёхчлен 

qpxx 2
 не имеет действительных корней, то есть 0

4

2

 q
p

. 

Следовательно, для интегрирования рациональных дробей надо 

уметь интегрировать простейшие дроби. Интегралы от дробей пер-

вых двух типов вычисляются довольно просто: 

I. 
 

 






CaxA

ax

axd
A

ax

dxA
ln . 

II. 
 

   
    








C

axn

A
axdaxA

ax

dxA
n

n

n 1
1

. 

III. Для интегрирования 
2

Mx N

x px q



 
 выделим в знаменателе 

полный квадрат  

42442
2

2222
22 p

q
p

x
p

q
p

x
p

xqpxx 









. 

Так как по условию трёхчлен qpxx 2
 не имеет действительных 

корней, то 0
4

2


p

q . Поэтому можно обозначить 
2

2

4
a

p
q  . 

Производя замену 
2

p
xt  , получаем 

2

p
tx  , dtdx  . Следо-

вательно, 
2 2 2 2 2

2

p
M t N

Mx N t dt
dx dt M

x px q t a t a

 
  

  
  

   
    

 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2

d t ap dt M p dt
N M N M

t a t a t a
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 2 2 2ln arctg
2

Mp
N

M t
t a C

a a



      

 2

2 2

2 2ln arctg
2

4 4

Mp p
N x

M
x px q C

p p
q q

 

    

 

. 

Пример. Найти  


dx

xx

x

102

53
2

. 

Решение. Пусть 1 xt  (так как   91102
22  xxx ), 

тогда 1 tx , dtdx  . 

    















9
2

9
3

9

533

102

53
2222 t

dt

t

tdt
dt

t

t
dx

xx

x
 

   2 23 2 3 2 1
ln 9 arctg ln 2 10 arctg

2 3 3 2 3 3

t x
t C x x C


         . 

IV. Рассмотрим интегралы вида 
 




dx

qpxx

NMx
n2

. Как и для 

предыдущего интеграла, введём новую переменную 
2

p
xt     

2

p
tx  ; dtdx  ; 

222 atqpxx  , где 
4

2
2 p

qa  . Следо-

вательно, 

       


















nnn

at

dtMp
N

at

tdt
Mdx

qpxx

NMx
22222 2

; 

 

 

 

 
1

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

2 2 1

n

n n

d t a t atdt
C

nt a t a



 
    

 
   

  
1

2 2

1

2 1
n

C

n t a


 

 

. 
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Остаётся вычислить  

       

2 2 2 2

2 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1
n n n n n

dt a t t dt dt t dt
I

a at a t a t a t a


 
   

     
    
 

   

 

2

12
2 2

1
n n

t dt
I

a t a


 
 

  
 
 

                                (6) 

Интеграл 
 


n

at

dtt
22

2

 вычисляем по частям:  

tu     dtdu  ,  
 nat

tdt
dv

22 
    

   12212

1





n
atn

v ; 

          








 12212222

2

12

1

12
nnn

at

dt

natn

t

at

dtt
 

    
11

2 2

1

2 12 1
nn

t
I

nn t a


 
 

. 

Подставляя в (6) найденное выражение для интеграла 
 


n

at

dtt
22

2

, 

получаем:  

    
1 12 1

2 2

1 1

2 12 1
n n nn

t
I I I

na n t a
 

 
 

   
    

 

или 

   



















 12212
1222

231
nnn

atn

t
I

n

n

a
I .                    (7) 

Формула (7) называется формулой приведения, так как она при-

водит nI  к интегралу 1nI , затем 1nI  к 2nI  и т. д. 
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§ 4. Интегрирование рациональных дробей общего вида 

 

Определение. Корнем многочлена  xP  называется число   

(действительное или комплексное), такое, что   0P . 

Например, для многочлена 8223  xxx  число 2  явля-

ется корнем, так как 082222 23  . Для многочленов имеет 

место следующая теорема. 

Теорема. Всякий многочлен степени n  может быть представ-

лен в виде произведения n  линейных множителей вида x   

и постоянного числа 0a  – коэффициента при старшей степени x , 

т. е.       nxxxaxP   ...210 , где ,1  2 ,…, n  являются 

корнями многочлена  xP . 

Например, легко проверить, раскрывая скобки, что 

    3122560140115405 234  xxxxxxxx  или 

   ixixxxxx 3319923  . 

Среди линейных множителей, на которые разложен многочлен, 

могут быть одинаковые. Объединяя в разложении многочлена оди-

наковые множители, его можно записать в виде 

        skkk
lxbxaxaxP  ...21

0                     (8), 

где все корни lba ...,,,  различны и nkkk s  ...21 . 

Определение. Корень a  многочлена  xP , для которого линей-

ный множитель ax   в разложении (8) встречается 1k  раз, называ-

ется корнем кратности 1k . Корень кратности один называется про-

стым. 

В алгебре доказывается, что если многочлен с действительны-

ми коэффициентами имеет корнем комплексное число i   

кратности k , то сопряжённое комплексное число i   также 

является корнем многочлена той же кратности. 

Отсюда следует, что если в разложении имеется множитель 

 kx  , то в этом разложении имеется и множитель  kx  . Пе-

ремножая эти два множителя, получаем:  
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k k k k

x x x i x i              

         2 2
kk

x i x i x               

   2 2 2 22
k k

x x x px q         , где 2p , 
22  q . 

Таким образом, произведение линейных множителей, соответ-

ствующих сопряжённым корням, можно заменить квадратным 

трёхчленом с действительными коэффициентами (этот трёхчлен не 

имеет действительных корней). Поэтому всякий многочлен с дейст-

вительными коэффициентами можно представить в таком виде:  

          ......
2121

22

2

11

2

0

kktt
qxpxqxpxbxaxaxP   

Пусть 
 
 xQ

xP
 – правильная рациональная дробь, где знамена-

тель  xQ  имеет вид        mlk
qpxxbxaxxQ  2

, причем 

квадратный трёхчлен qpxx 2
 не имеет действительных корней. 

Тогда имеет место следующее правило. 

Правильную рациональную дробь 
 
 xQ

xP
, где 

       mlk
qpxxbxaxxQ  2

, можно единственным образом 

разложить в сумму простейших дробей: 

 
         




















l

l

k

k

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP
......

2

21

2

21

 

   
1 1 2 2

2 2
2 2

... m m

m

M x NM x N M x N

x px q x px q x px q

 
   

     

,                     (9) 

где все iA , jB , sM , sN  – действительные числа. Из формулы (9) 

видно, что линейным множителям знаменателя  xQ  соответству-

ют простейшие дроби I и II типа, а квадратичным множителям – 

простейшие дроби III и IV типа. 

При этом число простейших дробей, соответствующих данному 

множителю (линейному или квадратичному), равно степени, с кото-
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рой этот множитель входит в разложение знаменателя дроби на мно-

жители. Правило разложения правильной рациональной дроби оста-

ётся справедливым при любом конечном числе линейных и квадра-

тичных множителей, входящих в разложение знаменателя  xQ . 

Для определения коэффициентов в разложении (9) правильной 

дроби на простейшие используют чаще всего метод неопределён-

ных коэффициентов. Поясним его на примерах. 

Пример. Разложить 
   221

95
22

2





xxx

xx
на простейшие дроби. 

Решение. По формуле (9) имеем: 

       

















2211221

95
22

21

22

2

xx

NMx

x

A

x

A

xxx

xx
 

       
   221

122221
22

22

2

2

1






xxx

xNMxxxAxxxA
. 

Так как знаменатели равны, то равны и числители: 2 5 9x x    

      3 2 2 2 2
1 22 2 2 2 2 2 2 1A x x x x x A x x Mx N x x            

или 2 5 9x x    

       3 2
1 1 2 2 1 22 2 2 2 2A M x A A N M x A M N x A A N             . 

Два многочлена тогда и только тогда тождественно равны друг 

другу, когда коэффициенты при одинаковых степенях x  равны. 

Отсюда получаем систему 





















922

522

12

0

21

2

21

1

NAA

NMA

MNAA

MA

, решая которую, 

находим 1 2

7 7 21
, 1, ,

5 5 5
A A M N     . 

Таким образом,  

         225

217

1

1

15

7

221

95
2222

2
















xx

x

xxxxx

xx
. 
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Пример. Разложить выражение 
   321

18102 2





xxx

xx
 на сумму 

простейших дробей. 

Решение. 
    321321

18102 2














x

C

x

B

x

A

xxx

xx
, 

     234618102 2222  xxCxxBxxAxx , 















18236

104

2

CBA

CBA

CBA

  















3

2

1

C

B

A

. 

Таким образом, 
    3

3

2

2

1

1

321

18102 2














xxxxxx

xx
. 

Часто нахождение коэффициентов разложения можно упро-

стить. Рассмотрим последний пример.  

        21313218102 2  xxCxxBxxAxx   (10) 

Записанное равенство должно выполняться тождественно, то есть 

при любом значении x . Тогда можно подобрать такое значение x , 

при подстановке которого в равенство (10) легко вычисляются ис-

комые коэффициенты. Проще всего за x  принять один из корней 

знаменателя.  

При 1x  получим:  2318102  A    66  A    

1A . 

При 2x :    5318208  B    3015 B    

2B . 

При 3x : 52183018  C    3010 C    3C . 

Указанный метод особенно удобен в случае, когда знаменатель 

 xQ  правильной рациональной дроби имеет только простые дей-

ствительные корни. 

Согласно материалу, изложенному выше, можно сформулиро-

вать правило интегрирования рациональной дроби: 

1. Если рациональная дробь неправильная, то её представляют 

в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби. Тем 

самым интегрирование неправильной рациональной дроби сводят к 

интегрированию многочлена и правильной рациональной дроби. 
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2. Раскладывают знаменатель правильной дроби на множители. 

3. Правильную рациональную дробь раскладывают на сумму 

простейших дробей.  

Тем самым интегрирование правильной рациональной дроби 

сводят к интегрированию простейших дробей.  

Пример. Найти 
   




dx

xxx

xx

221

95
22

2

. 

Решение. Под интегралом уже стоит правильная рациональная 

дробь. Мы её разложили на сумму простейших дробей в предыду-

щем параграфе:  

         225

217

1

1

15

7

221

95
2222

2
















xx

x

xxxxx

xx
,  

 

поэтому  

     
 

    














dx

xx

x

x

dx

x

dx

xxx

xx

22

3

5

7

115

7

221

95
2222

2

 

   

 

 

 
2 2

11 1 1 27 7

5 1 51 1 1

t xd x d x x
dx

dt dxx x x

      
      

     
    

















   1

2
1

2

2

1

5

7

1

1
1ln

5

7
22 t

dt

t

tdt

x
x  

27 1 7 14
ln 1 ln 1 arctg

5 1 10 5
x t t C

x
        


 

   27 1 7 14
ln 1 ln 2 2 arctg 1

5 1 10 5
x x x x C

x
         


. 

 

Практическое занятие № 6. Интегрирование рациональных 

функций. 

Примеры вычисления интегралов от рациональных функций: 

 

1.   








dx

xxx

xx
xdx

xxx

xxxx

128

22
2

128

223053
23

2

23

234

 

   



 dx

xx

xx
x

x

32

22
2

2
2

22

, так как  
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23 2 3 28 12 4 2 6 12 2 3x x x x x x x x x x            . 

Разложим дробь 
   32

22
2

2





xx

xx
 на сумму простейших дробей. 

         32232

22
22

2














x

C

x

B

x

A

xx

xx
   

5

4
A ; 2B ; 

5

1
C .  

Тогда 

         35

1

2

2

25

4

32

22
22

2














xxxxx

xx
   

     

2

2 2

2 2 4 1
2

5 2 5 32 3 2

x x dx dx dx
dx

x xx x x

 
    

   
     

.3ln
5

1

2

2
2ln

5

4
Cx

x
x 


  Поэтому исходный интеграл 

будет иметь следующее значение:  

Cx
x

xx
x

dx
xxx

xxxx








 3ln

5

1

2

2
2ln

5

4
2

2128

223053 2

23

234

. 

 

2. 
5 3 2 3 2

4 2 4 2

7 8 2 22 6 2 6 22

6 8 6 8

x x x x x x x
dx x dx

x x x x x x

      
  

     
   

   

2 3 2

2

6 2 6 22

2 1 2 4

x x x x
dx

x x x x

  
 

   
 . 

Разложим дробь 
   

3 2

2

6 2 6 22

1 2 4

x x x

x x x x

  

   
 на сумму простейших 

дробей: 
   

3 2

22

6 2 6 22

1 2 41 2 4

x x x A B Cx D

x x x xx x x x

   
  

      
. Приве-

дем правую часть последнего равенства к общему знаменателю, от-

куда получим  
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     3 2 2 26 2 6 22 4 2 4 1x x x A x x x B x x x           

   1 2Cx D x x    . Подставляя в левую и правую часть этого 

равенства последовательно 1, 2, 0, 1x x x x      , приходим к 

системе 

36 12 , 3,

30 30 , 1,

22 8 4 2 , 2,

12 6 12 2 2 1.

A A

B B

A B D C

A B C D D

  
 

    
 

    
       

 Поэтому 

5 3 2 2

4 2 2

7 8 2 22 2 1
3

2 1 26 8 4

x x x x x dx dx x
dx dx

x xx x x x x

    
    

     
     

2

2

2 1
3ln 1 ln 2

2 1 15

2 4

x x
x x dx

x


      

 
  

 

  

21 1
; ; 3ln 1 ln 2

2 2 2

x
x t x t dx dt x x
 

            
 

 

2
2

2 2

15

2 4
3ln 1 ln 2

15 152

4 4

d t
t x

dt x x

t t

 
 

 
       

 
 

2
2 15

3ln 1 ln 2 ln
2 4

x
x x t C

 
         

 
 

 
2

23ln 1 ln 2 ln 4
2

x
x x x x C         . 

Задания для самостоятельного решения:  

1. 
3

3 2

10 2

5 4

x
dx

x x x



 
        3. 

 
2

2

3 5

2 2

x
dx

x x



 
  

2. 
   

4 2

3 2

4 10 3

1 3

x x x
dx

x x x

  

  
   

 

Индивидуальное задание № 5. Вычислите интегралы, применяя 

разложение функции на сумму простейших рациональных дробей. 
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1. 
5 4 3 2

4 3

2 2 2 21 35 52

13 15

x x x x x
dx

x x x

    

  
  

2. 
5 4 3 2

4 3 2

2 2 11 23 38

2 8 20

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

3. 
5 4 3

4 3 2

6 9 21 35

6 15 22 12

x x x x
dx

x x x x

    

   
  

4. 
5 4 3 2

4 3 2

2 6 6 12 57 79

3 13 30

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

5. 
5 4 3 2

4 3 2

3 15 18 18 4 20

5 6 4 16

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

6. 
5 4 3 2

4 3 2

5 24 6 79 23 90

5 2 20 24

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

7. 
5 4 3 2

4 3 2

2 8 3 7 9

3 2

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

8. 
5 4 3 2

4 3 2

10 31 33 2 5

6 9 4 12

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

9. 
5 4 3 2

4 3 2

2 3 13 6 36 10

3 3 7 6

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

10. 
5 4 3 2

4 3 2

3 4 46 76 14 139

17 21 36

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

11. 
5 4 3 2

4 3 2

4 15 11 6 17 1

4 15 9 3

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

12. 
5 4 3 2

4 3 2

8 28 37 24 19 4

4 14 16 10 4

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

13. 
5 4 3 2

4 3 2

4 7 15 48 11 21

4 7 20 17 6

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

14. 
5 4 3 2

4 3 2

8 2 25 51 20 4

4 14 4 8

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

15. 
5 4 3 2

4 3 2

4 10 5 51 17 21

4 10 5 9

x x x x x
dx

x x x
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16. 
5 4 3 2

4 3 2

2 2 13 10 7

2 4 2 3

x x x x x
dx

x x x x

   

   
  

17. 
5 4 3 2

4 3 2

18 7 31 26

4 2 4 3

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

18. 
5 3 2

4 3 2

9 9 58 45

2 7 20 12

x x x x
dx

x x x x

   

   
  

19. 
5 4 3 2

4 3 2

2 17 55 83 56 11

8 23 28 12

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

20. 
5 4 3 2

4 3 2

3 8 13 16 31 1

3 3 7 6

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

21. 
5 4 3 2

4 3 2

2 2 10 42 51 27

5 15 18

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

22. 
5 4 3 2

4 3 2

3 2 30

5 15 18

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

23. 
5 4 3 2

4 3 2

7 16 23 9 46

7 17 26 24

x x x x x
dx

x x x x

     

   
  

24. 
5 4 3 2

4 3 2

5 10 26 35 16

5 5 10 24

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

25. 
5 4 3 2

4 3 2

2 8 6 16 26 25

4 2 11 12

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

26. 
5 3 2

4 3 2

2 4 6

3 2

x x x x
dx

x x x x

   

   
  

27. 
5 4 3 2

4 3 2

2 4 6 2

3 3 2

x x x x x
dx

x x x x

    

   
  

28. 
5 4 3

4 3 2

2 2 6 4

6 4 8

x x x x
dx

x x x x

    

   
  

29. 
5 3 2

4 3 2

3 7 8

3 2

x x x x
dx

x x x x

   

   
  

30. 
5 4 3 2

4 3 2

2 8

3 3 2

x x x x x
dx

x x x x
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§ 5. Интегрирование тригонометрических функций 

 

Приёмы, применяемые при интегрировании тригонометриче-

ских функций, зависят от вида этих функций. 

I. Интегралы вида sin cosn mx x dx  , где nm, . 

Рассмотрим случай, когда одно из чисел n  или m  нечётно.  

В этом случае интегралы сводятся к интегралам от рациональных 

функций путем внесения под знак дифференциала той тригономет-

рической функции, которая стоит в нечетной степени, и введением 

новой переменной. 

Пример. Найти   dxx 45 cossin . 

Решение.  5 4 4 4sin cos sin cos cosx xdx x xd x       

          dzzzzxzxxdx 442422 21coscoscoscos1

 

  







  C

z
z

z
C

zzz
dzzzz

97

2

597
2

5
2

9
7

5975
864  

C
x

x
x


9

cos
cos

7

2

5

cos 9
7

5

. 

Этот же метод применим и в том случае, когда одно из чисел n  

или m  нечётно и положительно, а другое – любое действительное 

число. 

Пример. Найти   xdxx 33 2 sincos . 

Решение.    
2

3 2 3 23cos sin cos 1 cos cosx xdx x x d x       

   
2 2 8

23 3 3cos 1z x z z dz z z dz
 
         
 
 

   

   
5 11 5 11
3 3 3 3

3 3 3 3
cos cos

5 11 5 11
z z C x x C

 
        
 
 

. 

Замечание. Как известно, первообразные от одной и той же 

функции отличаются друг от друга на постоянное слагаемое. Это 

следует учитывать при интегрировании тригонометрических функ-
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ций, так как в зависимости от метода интегрирования можно полу-

чить различные по форме ответы. 

Например, с одной стороны,   Cxxdx 2cos
2

1
2sin , а  

с другой стороны,  sin2 2sin cos 2 sin sinxdx x xdx xd x     
2

2sin
2 sin

2

x
C x C    . 

Два разных на первый взгляд ответа означают, что эти выраже-

ния отличаются на постоянную величину. Действительно: 

 2 2 2
1

1 1 1
cos2 1 2sin sin sin

2 2 2
x C x C x C x C            . 

Пусть теперь в интеграле вида sin cosn mx x dx   оба показате-

ля n  и m  – чётные неотрицательные числа (в частности, одно из 

них может быть равным нулю). 

Применяя известные формулы 
2

2cos1
sin2 x

x


 , 

2

2cos1
cos2 x

x


 , xxx 2sin
2

1
cossin  , можно добиться того, что 

произведение xx mn cossin   заменится суммой произведений по-

добного вида, но с меньшими показателями степеней. 

Пример. Найти  xdx2cos . 

Решение.   


 C
xx

dx
x

xdx
4

2sin

22

2cos1
cos2 . 

Пример. Найти   dxxx 24 cossin . 

Решение.   









 
 dx

xx
dxxx

2

2cos1

2

2cos1
cossin

2

24  

         dxxxdxxx 2cos12cos1
8

1
2cos12cos1

8

1 22
 

     xdxxxdxdxxx 2cos2sin
8

1
2sin

8

1
2cos12sin

8

1 222
 

   21 1 cos4 1 1 1
sin 2 sin2 cos4 4

8 2 8 2 16 64

x x
dx xd x xd x
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3
31 sin 2 1 1

sin4 sin 2
1̀6 3 16 64 48

x x
x x C      . 

Пример.  
3

3
6 2 1 cos2

cos cos
2

x
xdx x dx dx

 
   

 
    

 2 31
1 3cos2 3cos 2 cos 2

8
x x x dx      












   xdxxdx

x
xx 2cos2cos

2

4cos1
32sin

2

3

8

1 2
 

      







   xdxxxdxxx 2sin2sin1

2

1
44cos

8

3

2

3
2sin

2

3

8

1 2

31 3 3 3 1 1
sin2 sin4 sin2 sin 2

8 2 2 8 2 6
x x x x x x C

 
        

 
 

31 5 3 1
2sin2 sin4 sin 2

8 2 8 6
x x x x C

 
      

 
 

35 1 3 1
sin2 sin4 sin 2

16 4 64 48
x x x x C     . 

Если в подынтегральной функции xsin  или xcos  имеют сте-

пень большую трёх, то для нахождения таких интегралов можно 

использовать рекуррентную формулу. Вывод этой формулы приве-

дён ниже.  

      dxxxxdxxxdx nnn 2222 sin1coscoscoscos  

   xdxxdxx nn 222 sincoscos  

Вычислим второй интеграл.  
2cos sin sinn x x xdx     

 
1

2 2

sin cos

cos
cos sin cos cos

1

n
n n

u x du xdx

x
dv x xdx v xd x

n


 

   
  
       
  

 

1sin cos 1
cos

1 1

n
nx x

xdx
n n


  

   .  

Подставляя полученное выражение вместо второго интеграла, 

получим: 
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1
2 sin cos 1

cos cos
1 1

n
n n nx x

сos xdx xdx xdx
n n


 

  
    , 

откуда 
1

2 sin cos
cos cos

1 1

n
n nn x x

xdx xdx
n n


 

 
   . 

Таким образом, доказана справедливость следующей формулы 
1

21 sin cos
cos cos

n
n nn x x

xdx xdx
n n


 

   , где ;...4;3n  

Аналогичная рекуррентная формула выполняется для xnsin :  

 










n

xx
xdx

n

n
xdx

n
nn cossin

sin
1

sin
1

2 , где ;...4;3n  

Пример. Для вычисления следующего интеграла воспользуемся 

рекуррентной формулой, а также результатом вычисления интегра-

ла  xdx6cos . 

7
8 67 sin cos

cos cos
8 8

x x
xdx xdx


   

7
37 5 1 3 1 sin cos

sin2 sin4 sin 2
8 16 4 64 48 8

x x
x x x x C

 
       

 
  

Для нахождения интегралов вида  x

dx
nsin

;  x

dx
ncos

 использу-

ются формулы 2

2

1
1 tg

cos
x

x
  ; 2

2

1
1 ctg

sin
x

x
  . 

Пример.

   
3

2

4 2 2

1 1 ctg
1 ctg ctg ctg

3sin sin sin

dx x
dx x d x x C

x x x
           . 

 

II. Интегралы вида   dxxxR cos,sin , где R  – рациональное 

выражение относительно функций xsin  и xcos . 

Сначала определим понятие «рациональное выражение относи-

тельно двух функций». 

Определение. Многочленом относительно двух переменных  

u  и v  называется сумма произведений вида mn vuA  , где  
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A  – некоторое действительное число, m  и n  – целые неотрица-

тельные числа. 

Например, 6553 3452  vvuvu . 

Определение. Дробь вида 
 
 vuQ

vuP

,

,
, где  vuP ,  и  vuQ ,  – мно-

гочлены относительно u  и v , называется рациональной функцией 

относительно от переменных u  и v . Обозначение  vuR , .  

Например,  
2

3 2

3
,

2

u v
R u v

u v





. 

Нетрудно убедиться в том, что сумма, разность, произведение и 

частное нескольких рациональных функций от u  и v  также явля-

ются рациональными функциями от u  и v . 

Определение. Рациональным выражением относительно функ-

ций  x  и  x  называется рациональная функция от u  и v , где 

 xu  ,  xv  . Рациональное выражение обозначают 

    xxR  , . 

Итак, рассмотрим интегралы вида   dxxxR cos,sin . Такими 

являются, например, интегралы  


dx

x

xx

2cos

cossin
2

 или 

  dxxx 23 cossin . 

Интеграл   dxxx 24

7

cossin  не является интегралом указанного 

типа, так как если ux sin , vx cos , то 
2

4

7

vuy   не является ра-

циональной функцией.  

Всякий интеграл вида   dxxxR cos,sin  можно свести к инте-

гралу от рациональной функции одной переменной z . Для этого 

вводят новую переменную tg
2

x
z  . Тогда xsin  и xcos  рацио-

нально выражаются через z . 
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Действительно, 

2
2 2 2

2sin cos 2sin cos 2tg
22 2 2 2 2sin

1 1cos sin 1 tg
2 2 2

x x x x x
z

x
x x x z

 

   
 

; 

2 2 2 2 2
2

2
2 2 2

cos sin cos sin 1 tg
12 2 2 2 2cos

1 1cos sin 1 tg
2 2 2

x x x x x
z

x
x x x z

  


   
 

. 

Из равенства tg
2

x
z     2arctgx z    

2

2

1

dz
dx

z



. 

Таким образом, 

   














 dz

zz

z

z

z
RdxxxR

22

2

2 1

2

1

1
;

1

2
cos,sin . 

Пример. Найти 
sin

dx

x . 

Решение. 
2

2

2

1 ln ln tg
2sin 2

1

dz

dx dz xz z C C
zx z

z

     



   . 

Пример. Найти 
cos

dx

x . 

Решение. 
      











zz

dz

z

dz

z

z
z

dz

x

dx

11
2

1

2

1

1
1

2

cos 2

2

2

2

. 

Раскладываем подынтегральное выражение на сумму простей-

ших дробей. 

   z

B

z

A

zz 





 1111

1
      zBzA  111  

Из последнего равенства при 1z  получаем A21    
2

1
A ,  
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при 1z  имеем B21    
2

1
B , поэтому

      zzzz 





 12

1

12

1

11

1
. Тогда исходный интеграл примет 

вид  

  
2

cos 1 1 1 1

dx dz dz dz

x z z z z
   

        

   1 1 1
ln 1 ln 1 ln

1 1 1

d z d z z
z z C C

z z z

  
           

     

1 tg tg tg
2 4 2ln ln ln tg

2 4
1 tg 1 tg tg

2 4 2

x x
x

C C C
x x






 
  

        
    

. 

Пример. 

  2

2 2 2 2

5sin 4 5 2 4 1 2
4 : 1

1 2sin cos 1 1 1 1

x dx t t t dt

x x t t t t

    
                 

   

 

 
  

2
2 2 2

2 2 22

2 5 25 2 2 1 4 1
4 : 4

1 1 2 41

t tt t t t t
dt dt

t t tt

       
        
   

   

  
2 2 22

2 2 1 2 2
2 2 4

1 1 11 1 2

t t t tdt dt
dt dt

t t tt t

   
     

   
     

 
2

2

2

( 1)
4arctg ln 1 4arctg

1

d t
t t t C

t


      


  

2 2ln tg 1 4arctg tg lncos 2
2 2 2

x x x
C x C

   
          

   
. 

Заменой tg
2

x
y   интеграл вида   dxxxR cos,sin  всегда 

можно привести к интегралу от рациональной функции, но часто 

это ведёт к слишком громоздким вычислениям. Поэтому, если это 

возможно, следует пользоваться другими методами, например из 

пункта I.  
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Рассмотрим ещё один частный случай функции  xxR cos,sin ,  

а именно интеграл   dxtgxR , где R  – рациональная функция от x .  

В этом случае tgz x    arctgx z    
21 z

dz
dx


 . Тогда 

   
2

tg
1

dz
R x dx R z

z



  . 

Пример. Найти 
1

dx

tgx  . 

Решение. 
  

2

2

1

tg 1 1 1 1

dz

dx dzz

x z z z

 
   

   . 

Раскладываем подынтегральное выражение на сумму простей-

ших дробей. 

   22 1111

1

z

NMz

z

A

zz 








; 

    zNMzzA  111 2
. 

При 1z  получаем A21    
2

1
A . Тогда  

NzNMzMzz  22

2

1

2

1
1 ; 

  NzNMzM 









2

1

2

1
1 2

   
2

1
M ; 

2

1
N . 

Итак: 
      22 12

1

12

1

11

1

z

z

zzz 








    

  

 2

22

11 11

tg 1 1 2 1 2 11 1

dz
z dzdx dz dzz

x z z zz z

    
    

      

 2

2 2 2

11 1 1 1 1 1
ln 1 ln 1 arctg

2 2 2 2 2 41 1 1

d zdz zdz
z z z

z z z
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   21 1 1 1 1
ln 1 arctg ln 1 ln 1 tg arctg tg

2 2 4 2 2
z z z C x x           

 21 1 cos sin 1 1 1
ln tg 1 ln ln

4 2 cos 2 cos 2

x x
x C x C

x x


         

1 1
ln cos sin

2 2
x x x C    . 

Замечание. Такой же подстановкой берутся интегралы 

  dxxxR cos,sin , если xsin  и xcos  входят только в чётных сте-

пенях. Это следует из того, что x2sin  и x2cos  выражаются рацио-

нально через tgx : 

2 2
2

2 2 2

sin tg
sin

sin cos 1 tg

x x
x

x x x
 

 
; 

2
2

2 2 2

cos 1
cos

cos sin 1 tg

x
x

x x x
 

 
. 

Пример. Найти 
21 cos

dx

x
 . 

Решение. 

2 2

2 2 2

2 2
2

tg
1 1arctg

11 cos 1 1 21
1 1

1

dz dzz x
dx dzz zx z

x z z
dz

zdx z
z

 
 
         

     
   

 

     

2 2 tg
arctg arctg

2 22 2

z x
C C

 
    

 
. 

Пример. 
22

2 2 2 2 2

2 2

tg 11 :
cos sin 1 1 1

1 1

dt
t

xdx tdt tt

x x t t t

t t


        

 

    

 2

2 2

2 2

11 1 1
ln 1 ln 1 tg

2 2 21 1

d ttdt
t C x C

t t


           

 
  . 
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Если для интеграла   dxxxR cos,sin  выполняется равенство 

   xxRxxR cos;sincos;sin  , то можно использовать подста-

новку tgx t . При 









2
;

2


x  arctgx t , 

21 t

dt
dx


 , 

21

1
cos

t
x


 , 

21
sin

t

t
x


 . 

Пример. 

 
  





























22

22

2

222

11

1
5

111

1

sincos5

sincos

sincos5

2cos

t

t

t

t

dt

t

t

t

xx

dxxx

xx

xdx
 

 
 

 
   

2 2

2 2 2

1 2 11 1 1 2

5 5 5 51 1 1

t dt t dt dt
dt

tt t t t t t

  
     

   
     

 2

1 2
ln

5 5 1

dt
t

t t
  


 . 

Второй интеграл вычислим, разложив на сумму простейших 

дробей. 

  22 11

1

t

CBt

t

A

tt 





   CtBtAtA  221    1A ; 

1B ; 0C . 

Тогда, 
 

2

22

1 1
ln ln 1

211

dt tdt
dt t t C

t tt t
     


   . 

Таким образом, исходный интеграл равен  

2 2cos2 1 2 1 1 1
ln ln ln 1 ln ln 1

5cos sin 5 5 5 5 5

xdx
t t t C t t C

x x
          


 

21 1
ln tg ln 1 tg

5 5
x x C    . 
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Если выполняется равенство    xxRxxR cos;sincos;sin  , 

то применяется подстановка tx cos , тогда при условии  ;0x  

tx arccos    
21 t

dt
dx


 ; 

22 1cos1sin txx  .  

Пример. 

2

2

2 2

1

sin 1

5 2cos 5 2

t dt

xdx t

x t

 

 
 

 
   

 

2
2

5

1 1 2
ln

525 2 2 5 5

2 2 2

t
dt dt

C
t t t



     
  

 

C
x

x
C

t

t












5cos2

5cos2
ln

10

1

52

52
ln

10

1
. 

Если выполняется равенство    xxRxxR cos;sincos;sin  , 

то используется подстановка tx sin . Тогда при 









2
;

2


x  

tx arcsin  
21 t

dt
dx


 ; 

22 1sin1cos txx  . 

Пример. 

   
  









CxCt

dtt

t

dtt

x

dxx
sin

3

1

3

1

31

13
:

1

1

cos3

sin1 2

2

22

. 

 

III. Для вычисления интегралов вида: 

1.   dxnxmx cossin ; 

2.   dxnxmx sinsin ; 

3.   dxnxmx coscos  



59 

одновременно применяются методы интегрирования разложением и 

замены переменной. Эти интегралы вычисляются методом разло-

жения на основании следующих тригонометрических тождеств: 

1. 
   

2

sinsin
cossin

nxmxnxmx
nxmx


 ; 

2. 
   

2

coscos
sinsin

nxmxnxmx
nxmx


 ; 

3. 
   

2

coscos
coscos

nxmxnxmx
nxmx


 . 

Пример. Найти   xdxx 6cos2sin . 

Решение.     
1

sin2 cos6 sin 2 6 sin 2 6
2

x xdx x x x x dx        

1 1
sin8 sin4

2 2
xdx xdx     

      Cxxxxdxxd 4cos
8

1
8cos

16

1
44sin

8

1
88sin

16

1
. 

 

Практическое занятие № 7. Интегрирование тригономет-

рических функций. 
 

Примеры вычисления интегралов от тригонометрических 

функций: 

1. 
   

 
 

 
3 4 2 2

2 2

cos cos
cos

sin sin 1 cos 1

d x d xdx dt
x t

x x x t

        

 
     

   



22

11 tt

dt
 

Разложим рациональную функцию на простейшие дроби 

       2222
111111

1

t

D

t

C

t

B

t

A

tt 












. Найдём коэффици-

енты A , B , C , D . Для этого приведём к общему знаменателю 

правую часть и приравняем числители.  

          2222
1111111 tDttCtBttA   
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Пусть 1t     2111  B    
4

1
B . 

Пусть 1t    D41    
4

1
D . 

Пусть 2t    

        2222
212121321211  DCBА  

DCBA  3991  

4

1
3

4

9
91  CA  

CA 39
2

3
    CA 3

2

1
     

Пусть 2t  

          2222
2121212121211  DCBA  

DCBA 9931   

4

1
99

4

1
31  CA    CA 93

2

3
    CA 3

2

1
    

2

1
3  CA  Подставим данное значение в   : 

CC 









2

1
33

2

1
   

4

1
C . Найдём значение коэффициента 

A : 
2

1

4

1
3 A    

4

1
A . 

Тогда исходный интеграл примет вид:  

   




















    22

14

1

14

1

14

1

14

1

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt
 

   

1 1 1 1
ln 1 ln 1

4 4 1 4 4 1
t t

t t

 
            

 

   

1 1 1 1
ln 1 cos ln 1 cos

4 4 1 cos 4 4 1 cos
x x C

x x
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  22

1 cos 1 cos1 2cos 1 cos
ln ln

4 1 cos 4 1 cos 2sin4 1 cos

x xx x
C C

x x xx

 
     

 
. 

2.  3 2 3 2sin 2 cos 2 sin 2 1 sin 2x xdx x x dx       

   3 5sin 2 sin 2 cos2 cos2 2sin2xdx xdx d x x dx xdx
       

     

      xxdxxd 2cos2sin
2

1
2cos2sin

2

1 42
 

          xdxxdx 2cos2cos1
2

1
2cos2cos1

2

1 222
 

 C
xx

x
x

x
10

2cos

3

2cos
2cos

2

1

6

2cos
2cos

2

1 533

 

5 3cos 2 cos 2

10 6

x x
C   . 

3.

 
     


 dx

x

x
dx

x

x

x

dx
dx

x

x
dx

x

x
2

4

2

2

22

22

2

4

cos

cos

cos

cos
2

coscos

cos1

cos

sin

 

2 1 cos2
tg 2 cos tg 2

2

x
x x xdx x x dx


         

 
1 1 3 1

tg 2 cos2 2 tg sin2
2 4 2 4

x x x xd x x x x C         

4.  
3

8 6 2 2

1 1
ctg

sin sin sin sin

dx dx
d x

x x x x

 
     

 
    

       
3

2 2 4 61 ctg ctg 1 3ctg 3ctg ctg ctgx d x x x x d x          

5 7
3 3ctg ctg

ctg ctg
5 7

x x
x x C      

5. 
 

   


 dx
x

x

x

dx
dx

x

xx

x

dx
3

2

3

22

3 cos

sin

coscos

sincos

cos
. 

Найдём второй интеграл по частям 
2

3 3

sin sin
sin

cos cos

x x
dx x dx

x x
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3 3 2

sin cos

cossin 1

cos cos 2cos

u x du xdx

d xx
dv dx v

x x x

   
  
     
  


 

2 2 2

sin 1 cos sin 1
ln tg

2 2 2 42cos cos 2cos

x x x x
dx

x x x

 
     

   

Таким образом, исходный интеграл равен 

3 2

1 sin
ln tg

2 2 4cos 2cos

dx x x
C

x x

 
    

  . 

В следующих двух примерах используется подстановка tg
2

x
t  . 

6. 
 2

2 2

4 13 1
6 : 5

5 4cos 1 1

t
dx dt

x t t

 
   
   
 

   

2 2

2 2 2
2

1 5 5 4 4 6
6 : 6

191 1 1 9

9

t t dt dt
dt

t t t t

   
         
    

6
3arctg3 2arctg 3tg

9 2

x
t C C

 
     

 
. 

7. 
 

  

2

22 2

5 1 25cos 2
: 3

sin 3 11 1

tx t
dx dt

x tt t

   
   

   
   

 

 

 
  

2 2
2

2 2 2 22

10 1 12 3 3
: 10

1 1 2 3 31

t tt t
dt dt

t t t tt

   
        
  . 

Воспользуемся методом интегрирования рациональных дробей. 

 
   32313231

1
2222

2















tt

NMt

t

BAt

ttt

t
. Приведём дроби в 

правой части равенства к общему знаменателю и приравняем чис-

лители. 

     222 13231 tNMtttBAtt   

      BNMBAtNBAtAMtt 3233231 232   
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3 0 0

2 3 1 1

3 2 0 1

3 1 3

M A B

A B N N

A B M A

N B M

   
 

     
 

      
     

. 

Тогда исходный интеграл примет вид. 

2 2

5cos 3 1
10

sin 3 1 3 2 3

x t t
dx dt

x t t t

   
   

     
   

 
 

 
 

2 2

2 2

1 3 2 31 1
10

2 21 3 2 3

d t d t t

t t t

    
    
    
 

   

2 21 1
10 ln 1 ln 3 2 3

2 2
t t t C

 
         

 
 

2 25ln tg 1 5ln 3tg 2tg 3
2 2 2

x x x
C        . 

В следующих трех примерах используется подстановка tgt x . 

8.    

















C
tgx

C
t

dt
tt

dt

t

x

dx 444

1

1

1
1

4

cos1

4
22

2

2
. 

9. 

      
 
 

4
3

2 2 2 4
2

2

13tg 3 3
3

1 4ctg 1 1 1 11 1

d txdx tdt t dt

x t t tt
t


    

       
 

     

4 43 3
ln 1 ln 1

4 4
t C tg x C        . 

10. 

 
 

 
2

2
2 2 2

4 4 2 4 4
2

2
2

1
1cos 1 1

sin 1

1

dt
txdx dt dtt t

x t t tt

t

 
     





     

3 3

1 1

3 3tg
C C

t x
      .  
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Задания для самостоятельного решения: 

1. dx
x

xx
 



cos1

cossin2
       7.  x

dx
3sin

 

2.   xx

xdx

cos3sin5

cos
        8.   x

tgxdx
2cos5

 

3.  xdx2sin           9.   3sin

2sin
4 x

xdx
 

4.  xdx6sin            10.   xx

dx
3cossin

 

5.  xdx8sin           11. 
 




x

dxxx

cos

cossin 44

 

6.  x

dx
4cos

 

 

Индивидуальное задание № 6. Вычислите интегралы от триго-

нометрических функций. 

1.  
dx

x

x

1cos

sin2
2

4

;        16. 
 

2 2

4 3tg

3cos 7sin

x dx

x x




 ; 

2.   x

dx
2cos2

;         17.  


dx

x

xx

cos1

cossin3
; 

3.   xx

dx

cos3sin
;        18.   dxxx 43 cossin ; 

4.   3cos

sin
2

3

x

dxx
;         19.  5 2

3

sin

cos

x

dxx
; 

5.   xx

dx
22 cossin2

;       20.   dxxx 3cos3sin 42
; 

6.   xx

dx
22 cos5sin

;        21.   dxxx 42 sincos ; 

7.   xxx

dx
22 cos42sinsin3

;    22.   xx

dxx
2coscos

2sin
; 

8.   xxx

dx
22 cos32sinsin8

;    23. 


dx
x

xx

cos3

sinsin5 2

; 
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9.   x

dx
2sin45

;         24.   3sin

cos
2 x

dxx
; 

10.   7cos3 2 x

dx
;         25. 

ctg

5 tg

x
dx

x ; 

11. 
2

tg

sin 2

xdx

x 
 ;         26. 

 3tg 5

ctg

x dx

x


 ; 

12. 

 2ctg 4 cos

dx

x x
 ;        27.   xx

dx

sincos
; 

13.   xx

dxx
22

2

sincos4

sin
;       28.   xx

dx
22 cos4sin5

; 

14.   xx

dxx
22

2

cossin5

cos
;       29. 

2

tg

5 cos

x
dx

x
 ; 

15. 
 

2 2

5tg 3

2sin 5cos

x dx

x x




 ;       30. 


dx

x

xx

sin3

cos6sin
. 

 

 

§ 6. Интегрирование некоторых иррациональных функций 
 

Как и для тригонометрических функций, приёмы, применяемые 

при интегрировании иррациональных функций, зависят от вида 

этих функций. 

I. Интегралы вида    dxbaxxR n, , где Zn , а 

 n baxxR ,  – рациональное выражение относительно x  и 

n bax  . Такие интегралы сводятся к интегрированию рациональ-

ной функции путем замены zbaxn  . Тогда 
a

bz
x

n 
    

dz
a

nz
dx

n 1

 ,     









 
 dz

a

nz
z

a

bz
RdxbaxxR

nn
n

1

,, . 

Пример. Найти 
1

2

x
dx

x x




 .  
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Решение.

2

1 1 1,
2 2

22 22

x z zx z
dx zdz dz

zx x z zdx zdz

   
     

  
    

 22 1 1
2 2 1 2 2

2 2 2

d zz
dz dz z

z z z

   
         

   
    

2 2ln 2 2 2ln 2z z C x x C          . 

Замечание. Интеграл более общего вида  
















dx

dcx

bax
xR n, , 

где R  – рациональное выражение от x  и n

dcx

bax




, приводится к 

интегралу от рациональной функции подстановкой 
nz

dcx

bax





. 

II. Интегралы вида 



dx

CBxAx

NMx
2

. 

Частным случаем этих интегралов являются табличные инте-

гралы 
 22 xa

dx
 и 

 mx

dx
2

. Выражение для первого из этих 

интегралов было получено в § 2:  

 


C
a

x

xa

dx
arcsin

22
.                              (11) 

Вычислим 
 mx

dx
2

. Сделаем замену, считая 

txmx 2
. Возведя обе части последнего равенства в квад-

рат, получим 222 2 txtxmx     
t

mt
x

2

2 
    

   2
2 2 2

2 2 2

2 2 2 4 2 2

4 4 2

t t t m t t m t m
dx dt dt dt

t t t

     
   . Кроме того, 

2 2
2

2 2

t m t m
x m x t t

t t

 
        . Тогда 
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2

2
2

22

2 ln

2

t m

dx dtt dt t C t x m x
tm tx m

t



         
  

    

2ln x m x C    . 

Здесь m  – это произвольное действительное число, отличное 

от нуля. Поэтому этот интеграл также записывают в виде: 

2 2

2 2
ln ( 0)

dx
x a x C a

x a
    


 .                   (12) 

Интегралы более общего вида 



dx

CBxAx

NMx
2

 приводятся 

к интегралам вида 



dt

mat

EDt
2

 заменой   CBxAxt 2

2

1
 или 

путем выделения полного квадрата под знаком радикала и соответ-

ствующей заменой. Вычисление этого интеграла при 0a  сводит-

ся к интегралу вида (12), а при 0a  к интегралу вида (11). 

Пример. Найти 



dx

xx

x
226

5
. 

Решение.     xxxxt 


 122
2

1
26

2

1 2
   

tx  1    dtdx  . Поэтому 

   
226 2 6 2 1 1x x t t          

2 26 2 2 1 2 7t t t t        . Тогда  

2 2 2 2 2

5 1 5 4
4

6 2 7 7 7 7

x t t tdt dt
dx dt dt

x x t t t t

     
     

     
    

 2

2

2

71
4arcsin 7 4arcsin

2 7 77

d t t t
t C

t


      


  

2 1
6 2 4arcsin

7

x
x x C

 
     . 
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Пример. Вычислить интеграл 
 542 xx

dxx
. 

Решение. 

 
2 2

2

2,4 5 2 1

x txdx xdx

x t dx dtx x x

  
   

      
   

 
2 2 2

2
2

1 1 1

t dt t dt dt

t t t


   

  
    

 2

2 2 2

2

11
2ln 1 1 2ln 1

2 1

d t
t t t t t C

t


          


  

2 24 5 2ln 2 4 5x x x x x C         . 

III. Интегралы видов   dxxa 22  и   dxmx2 . 

Рассмотрим второй интеграл:  

  











mx

dx
m

mx

dxx
dx

mx

mx
dxmx

22

2

2

2
2

. 

Согласно предыдущему пункту последний интеграл 

 


Cmxx
mx

dx 2

2
ln . 

Для вычисления 
 mx

dxx
2

2

 применим метод интегрирования 

по частям. Пусть xu     dxdu  ; 
mx

xdx
dv




2
   

 
 




 mx

mx

mxd
v 2

2

2

2

1
. Тогда  

 


dxmxmxx
mx

dxx 22

2

2

. 

Итак, mxxmdxmxmxxdxmx  
2222 ln , 

откуда получаем 
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2 2 21
ln , 0

2
x mdx x x m m x x m C m         

  . 

Аналогичным образом можно показать, что  

2 2 2 2 21
arcsin , 0

2

x
a x dx x a x a C a

a

 
      

 
 . 

Два рассмотренных интеграла часто также относят к таблич-

ным интегралам. 

IV. Интегралы вида    dxCBxAxxR 2, , где 

 dxСBxAxxR 2,  – рациональное выражение относительно x  

CBxAx 2
. 

В этих интегралах путем выделения полного квадрата под зна-

ком радикала и соответствующей замены или подстановкой 

 
22

1 2 B
AxCBxAxt 


  подкоренное выражение преобразу-

ется к сумме или разности квадратов. Тогда интеграл 

   dxCBxAxxR 2,  сводится в зависимости от коэффициентов 

A , B  и C  к одному из следующих интегралов: 

1)    dttatR 22, ; 

2)    dttatR 22, ; 

3)    dtattR 22, . 

Эти интегралы, в свою очередь, находятся с помощью следую-

щих подстановок: 

1) zat sin ; 

2) tgt a z  ; 

3) 
z

a
t

cos
 . 

Пример. Найти 
 

dx
x

xx





3

2

1

32
. 
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Выделим в подкоренном выражении полный квадрат 

   
22 22 3 2 1 4 1 4x x x x x         . Введем новую перемен-

ную 1t x     1 tx    dtdx  . Тогда 

  






3

2

3

2 4

1

32

t

dtt
dx

x

xx
. 

Далее применим тригонометрическую подстановку 
z

t
cos

2
 , 

dz
z

z
dt

2cos

sin2
 ; 2

2 2

4 1
4 4 2 1 2 tg

cos cos
t z

z z
       . 

Таким образом,  

2
2

3 3 2

4 2tg 2sin 1
sin

2cos2

cos

t z z
dt dz zdz

t z

z


   

 
 
 

    

    







 CzzzC

z
zdzz cossin

4

1

2

2sin

4

1
2cos1

4

1
. 

Для возврата к переменной t выполним следующие преобразо-

вания: 
z

t
cos

2
    

t
z

2
cos     

t
z

2
arccos     

t

t

t
zz

44
1cos1sin

2

2

2 
 .  

Поэтому 
 

2 2

3

2 3 1 2 2 4
arccos

41

x x t
dx C

t t tx

   
    
   

 . 

Возвращаясь к переменной x , получаем: 

   

2 2

3 2

2 3 1 2 2 2 3
  arccos

4 11 1

x x x x
dx C

xx x

    
   
   

 . 
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Практическое занятие № 8. Интегрирование иррациональ-

ных функций. 

 

Примеры вычисления интегралов от  иррациональных функ-

ций: 

1. 

 

 

 

2
4

334 4 44

2 2 32 2 3

3 2 3 2 3 3 2 3 2 3

x xx x
dx dx

x x x x

  
 

     
   

 

44

4 4 2
3

3

3
3

2 3 2 3

3 3
2

2 3

4
2

2

x z x z

z z z
x z dz

z z

z
dx dz z dz

 
      
 

   
     
  
 
 

   

  

 
 

2 2
6 4 2 6

2 2 2

33
2 2

3 3 3

z zz z z z
dz dz dz

z z z

       
   
 

    

    
3

2 3 3
2 4 2

3

2 2

3 3 3 3 9
2 2

33 3

z z z zz
dz dz

z z

  
      

 
    

  
 
 

   

3 5 3 354 2 3 27
arctg 2 9 arctg

3 5 3 33 3 3 3

z z z z z z
z C

 
          

 
 

5 32 4 54
18 arctg

5 3 3 3

z z z
z C       

     
344

4
4 2 32 2 3 2 3 2 354

18 2 3 arctg
5 3 3 3

xx x x
x C

  
      . 
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2. 

   

   

   

2 2 2

2 2
2

2 2 2
2 2

1
1 1 1 1

1
1

2 1 2 11 41

1 1 1

x
t x t x t x t

x
x dx

t t t tt tx x
x dx dt dt

t t t

 
          

 
           
     

  

    

2 2

2 2 2 22

1 4
4

1 1 11

t t t dt
t dt

t t tt

 
    

  
  . 

Разложим рациональную дробь 

  

2

2 21 1

t

t t 
 на сумму простей-

ших рациональных дробей 

  

2

22 2 1 1 11 1

t A B Ct D

t t tt t


  

   
. 

Вычисляя коэффициенты 
1 1

, , 0
4 2

A B D C     , получаем 

2 2

1 1 1

1 1 1 14 4 2

1 1 1 4 1 4 1 21 1

x dx dt dt dt
dt

x x t t t tt t

 
 

        
      

 

    

1 1 1 1 1 1
ln 1 ln 1 arctg ln arctg

4 4 2 4 1 2

t
t t t C t C

t


          


 

1 1 1 1 1
ln arctg

4 2 11 1

x x x
C

xx x

   
  

  
. 

 

3. 

 

3 3 3

2 2 2

1( 1) ( 1)

2 5 41 4

t xx x t
dx dx dt

dx dtx x tx

   
    

    
    

3

3 3

2 22
2

sin
2tg

8tg 2 1cos82
1cos cos2 tg 1

cos cos

z
t z

z zdz dz
dt dz z zz

z z
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 223

4 4 4

1sin cossin
8 8 cos 8

cos cos

pzd zz
dz p z dp

z z p


         

 4 2

3 3

1 1 1 1
8 8 8

cos3 3cos
p p dp C C

p zp z

     
            

  


3

2tg
1 1

8
arctg

3cos arctg cos arctg2
2 2

t z

Ct
t tz

 
    

       
       
      

    

 

2 2

2 2

2
2

1 1
1 tg cos

cos 1 tg

1 2
cos arctg , т.к. arctg

2 2 2 24
1 tg arctg

2

t t

t t

 
 

 

 
     


 
   
       

          

 
 

2 2
2

2 2 2
4 4 4 1

8 4 4 4 4
24 2 3

t t t
C t t t C

             
 
 
 

 

 2 2 21
2 5 2 5 4 2 5

3
x x x x x x C         . 

 

4. 
   

 

3 3 3

2 2 2

22 2

4 3 11 2

t xx x t
dx dx dt

dx dtx x tx

    
    

     
    

3 3
3

2

sin sin sin
cos cos sin

cos cos1 sin

t z z z
zdz zdz zdz

dt zdz zz

 
     

  
    

   
3

2 sincos
1 cos cos cos

arcsin3

t zz
z d z z C

z t
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2

3

2

cos(arcsin ) 1 sin (arcsin )
1

cos arcsin cos (arcsin )
3 1 , т.к. arcsin

2 2

t t
t t C

t t
 

   
 

      
      

 2 2 2 21
1 1 1 4 3

3
t t t C x x              

2 21
( 4 3) 4 3

3
x x x x C        . 

Задачи для самостоятельного решения: 

1. 
 31 2

2

x dx

x



        5. 2 2 2x x x dx   

2. 
4 5 5

dx

x x  
       6. 

  21 3 2

dx

x x x  
  

3. 
 

3

3

xdx

x x x
        7. 

 
3

2 22 5

dx

x x 

  

4. 
1

1

x
x dx

x



         8. 
2

21 2

x dx

x x 
  

 

Индивидуальное задание № 7. Вычислите интегралы от ирра-

циональных функций. 

1 

1.1 
3

2 1

x dx

x 
         1.16 

2

3 3 1

x dx

x 
  

1.2 
3

4 1

x dx

x 
         1.17 

2

3 2 3

x dx

x 
  

1.3 
3

4

x dx

x 
         1.18 

2

3 1

x dx

x 
  

1.4 
2

4 4

x dx

x 
          1.19 

2

3 5 1

x dx

x 
  

1.5 
2

4 2 4

x dx

x 
         1.20 

2

3 2 3

x dx

x 
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2.6 
2

4 2 1

x dx

x 
          1.21 

3

3 1

x dx

x 
  

2.7 
2

4 5

x dx

x 
         1.22 

3

3 2

x dx

x 
  

2.8 
3

4 2

x dx

x 
         1.23 

3

3 3 1

x dx

x 
  

2.9 
2

3 5

x dx

x 
         1.24 

3

2

x dx

x 
  

2.10 
2

3 6 1

x dx

x 
         1.25 

3

2 5

x dx

x 
  

2.11 
2

3 5 5

x dx

x 
          1.26 

3

6 2

x dx

x 
  

2.12 
3

4 3

x dx

x 
         1.27 

3

3 4 3

x dx

x 
  

2.13 
3

4 2 1

x dx

x 
          1.28 

3

3 3 6

x dx

x 
  

2.14 
3

6 4

x dx

x 
         1.29 

2

3 6 2

x dx

x 
  

2.15 
3

4 6

x dx

x 
         1.30 

2

3 6 3

x dx

x 
  

 

2 

2.1 
 

2

3

2 3

1

x x
dx

x

 


       2.16 

 
3

2

1

2 5

x
dx

x x



 
  

2.2 
 

3

2

1

2

x
dx

x x




        2.17 

 

2

3

4

2

x x
dx

x




  

2.3 
 

3

2

2

4 8

x
dx

x x



 
       2.18 

 
3

2

2

4 3

x
dx

x x
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2.4 
 

2

3

4

2

x x
dx

x




        2.19 

 
3

2

1

2 2

x
dx

x x



 
  

2.5 
 

3

2

1

3 2

x
dx

x x



 
       2.20 

 

2

3

2

1

x x
dx

x




  

2.6 
 

3

2

1

2 2

x
dx

x x



 
       2.21 

 
3

2

1

3 2

x
dx

x x



 
  

2.7 
 

2

3

2

1

x x
dx

x




        2.22 

 
3

2

2

4 5

x
dx

x x



 
  

2.8 
 

3

2

2

4

x
dx

x x




        2.23 

 

2

3

4 3

2

x x
dx

x

 


  

2.9 
 

3

2

2

4 5

x
dx

x x



 
       2.24 

 
3

2

2

4

x
dx

x x



 
  

2.10 
 

2

3

2 8

1

x x
dx

x

 


       2.25 

 
3

2

1

2 10

x
dx

x x



 
  

2.11 
 

3

2

1

8 2

x
dx

x x



 
       2.26 

 

2

3

4 5

2

x x
dx

x

 


  

2.12 
 

3

2

1

2 10

x
dx

x x



 
       2.27 

 
3

2

1

8 2

x
dx

x x



 
  

2.13 
 

2

3

2 8

1

x x
dx

x

 


       2.28 

 
3

2

2

4 13

x
dx

x x



 
  

2.14 
 

3

2

2

5 4

x
dx

x x



 
       2.29 

 

2

3

4 5

2

x x
dx

x

 


  

2.15
 

3

2

2

4 13

x
dx

x x



 
      2.30 

 
3

2

2

5 4

x
dx

x x
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